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微分方程的通解 :

~ 未秘包含所有什一

设 y =φ(x ; C,C ,,(n) 为阶级分方经的什 ,

C 1 , 2 , … Cn相互独之指 : φ(x), φix) , … ,
φ(火)关于

C 1 , 2 , …,Cn雅可以行的或不为 O
,

1
登登 … 登

1登登 … 率 ≠ 0

器器…箭



可变量分离的一阶微分方积。

gcy) dy
= fixxdx通解 >/g(y)dy-ffxdx

gay) dy
= fix)dx

{ yx)㉗ 的求件方法

若 y =y (x)是其冲, 则

k giyix) dyix) =
fx

,

fixidx

即

Ygxidy f
,

"

fodx

y = y(x) 由上述方程所确定,



Malthus 模型
.

→资源充足
, 物种增长率

微 =~叭

Nt.) =No
⇒. "
,!

"

o
,"

re't

Nt = Noer
(t-to)

优化 : Logistic 模型

{筑
=Ncr一若

⇒"

J

.
,

"

t
"= fodt

Nito) = NNo

即
%

↑

'IN +* )dx=% t

Nit) =
N.-Mo

+Noerit
-ts



可化为变是分离的方程—齐次方程

齐以微分飛: x =f¥) →—换

作代换另 =山约

x .装 = fiu> -u

刮如 : =x+by+cz(( i +(i^≠0)的方稳
川品 |= 0 即器最k 令

u =dzx+bky

记 f(u) =蕊 =ac+b啖

则 x = ar + brfiu)
a,λ1 + b,x+C, = 0

到品別 ≠和存在入 ,
入

, 使得, {azλ, +bcλz +G = 0

令 x = u+λ、
, y = V+λr

则器au+bo



一阶线性微分方程

一阶线性微分方稳

y
'
+ p(x)y = q(x)

一代换 :
y =e

第y+ p(x)y = q(x)

↓

y
"
+ p(x) y = 0

—
, 間j
城t

√

令站 =e
{
xpi)dty 常数变易法L

→

:即u ' =
elx ↑pidt

, q(x)

则通解, y = e
-*pit)dt(/q( x)e (x*p (Halt + c)



Bernouli 方程 : y+ p(x)y = qxyα. ( α≠ 0 ." —
—

y
*.
y
'
+ p(xxy≈= qx)

令 u =y洲即u= (-x)y
-x

,

∴ x + ( 1-α)px)u = (1-α)q(x )

l

成功变化为一阶成帖微分丝
常数变易法



二阶常系数线性齐次微分方程:

y
"

+ py
1
+qy = 0

设入 ,
λ, 是x ☆+patq=0∞ —
—

两根,则
λ1+x、 =

-

P

{λ.λ2 = q
: -xy'- xly- xiy)- 0~~
令u= y

"
- λ,y , 则 U

^
- αnu = 0

- u = Gieax, 'y

(C, x + (. ) .e
λx

(α, =λ2)

少 = { λ2x
+ cre
λ,x

(λ, ≠σx)cie

即方程对应∞特征方然是:

λ^+ pλ+ q
= 0

通解为 :

C, e
λ,x + Cze

λrx
,
λ, ≠λ2

y = { [C, x + Cz) .eλ, x ,
λ, =λr

eaxcC, sinbx + Cocosbx ),Relx , ) =a,l共轭嘘根



f' ixocusx - fix).sinx + 2f1x)sinx = 1

f ' (x) cusx + fix)sinx = 1

Y ' +ytanx = secx

{
0= " )

即 x1 ' =cosx

长x = tarx + c
C = 1

. Y = sonxeanx



空间解析几何

万癌烈齒1
(axb). τ災參劉CxCy Cz

SoaBc =)凶 , |⑩
Z ,

1空间四点共面 ←⇒ 入 、[= “
(axb ) . (τxπ) =晉鄂
πx (bxτ ) = ( π .τ) ,5 - (π .b)τ



平面及其方稳
Ax + By +Cz +D = 0

,
点法式 :

A ( x - x, ) + B (y-y%) + C ( z -2,) = 0

过定点 ( x0
, %, 20) , 法向是π= ( A ,

B
,
c)

截距式 : 三点式 ,

长首号 = 1 × Y Z

' i *yia : 0点的平百 氵 xv 火 瓦 1
d =

1 Ax, + By,2+c2
1 y3 zs以

面的通

d=
1只 ㉞

cz



空间直线
点法式 :

器答學
两点式

毙荊、鼠

一般方族 :

A .x + B ,y +C, z +D, = 0

以 A2 x + B,) +CzZ +D2 = 0

平面来方程 :

入 (A , x + B,y + C, 2 + D. ) +μ(A2x+Bzy+(22 +2) = 0



直成关系 :

I.tr = 0 ②> l. Ilr

μ x2 ≠ 0

{
(I. xE) -AB = 0

←> U. ,li 共面



曲面及其方积 ,

球面坐标系及参数方程 :

Λ

X = rsinYous θ

y = rsin φsinθ

:∵∵∵∵; >

{
Z = rCosφ

r :径向距离 , φ :极角 , θ :方位再

∠ ↓ ↓
与 Z轴投影与入轴



校面

→定方向

N:myitmtitie)nimr".
∴ 鬭篮



旋转曲面 :

x = x(t)
八Z { y = Y ( t心 )绕工转旋转
…

…

… P
( Z = Z( t )

☆
,…p,

>y

x

x (t) = | op' " ]cus α<t)
{
y (t) = )p| -sinα (t)

= P 1 |pp' |.cos(act) +θ )

,|op |.sin(α(t) +θ ) ,Z(t1

λ = x (tyicusθ- suscat o

即 { y = x 1)sinθ—-sincd+θ )

Z ≥ Z (t)



同口 , 对于 YZ字面上的由成 C : F(y,z)= 0.

x = -y (t)son θ
∠ { y = y ( t) cus θ

Z = Z ( t )

: F ( ±xy ,
2) = 0



圆锥王

迩
>y

←

比



二次曲面

anx^+ arzy=+a3sz=+ΣGnxy+2Gsx2+2asyz + b,x +b.y+b32+C
= 0

由坐标施放及平移可得标准方经

Q, x
2
+ dzzy^+ as3Z

2
+ b,x + bzy +b3z +c = 0



多元微分学
多元函数的极限与连续
~

n维 Euclid 空间 R ”

一
n维实向是

(
R
"
= {*= 1 x,x ,… , Xn)| Xiε R, i = 1,2, … ,n} ,

定义了线性运算 ,并定义 」 內积 :

(xy ) = 育 xiyi , txy εRn

范数

11*11=Mx
)

= (2"xij
<

基本性质 :

以非负性 : 11X> 0 .且 1x11 = 0 ≤) x= 0

)正齐次性:1 / kT 11= 11 </1111 .
OKER

B) 三角不等式 : 11x+π 11 ≤11 +11511

Cauchy -Schwarz不骂式 :

( ( x, π)|≤ 11☆1111π11



点间的Eudid距离

11 x -≥1 |=(
ψ

(xi-yi)
"

)
<

內点外点
,边界点 ④

內点 : 雪δ>0 ,使得 U(a , 8) CA → intA (A∞内部)

外点 : 雪δ>0 ,使得 U1a , δ) =φ→ extA (A∞外部 )

边界点 : tε>O ,使得 U1a . 2 ≠ψ且 U (a, ε )ΛA^≠ )→θA (A的边界)

R
'
=intAVEXEAVIA

聚点 ,
孤立点

聚点 : VE > 0
,
δ (a,ε) Λ A ≠ψ→

A所有聚点∞集合称为A导集——A
= AUAI → A的闭包上

孤立点 : UEA ,但不是聚点

A = AUOA

开集与闭集 A≤ R
”→

A是开集ESA是闭集

开集 : intA = A

约定 : 空集中既是开集也是闭集
闭集 : A =A



紧集 、
连通集 、

凸集

紧集 : 有界闭集
凸集 : A≤R

”

, Vx,YEA , θt ε [O , ] ,有 tx +1-xy εA .

多元函数的定义

Z = f(x) | z = f1x , xx , …, xn)

特殊地 , 点集
{(x, y, Z ) | z=f(x, y ),(x, y )ε D} →≥元函数 Z=f(xy)

重极限长
f 满足 D ≤ R^

,
x
,是 D的聚点

若习A ,打 ←> 0 , ②δ> 0 . 只要 ×←℃ 1x .5) 0P
←

称A 为 fx

当 |H*)- A|<ε
*的极限为 —
—

x
,

fx) = A
一

人若动点以不同的方式路经趋于定点时,极限不同或不存右,
则函数的重极限不存在,



二重极限參fx,)与累次极限參參fx,y)哭參f*并不相同

若之者均存右 , 测必相等 ,

若荊止,fxy)≠ 眾 y,**, 则參,
f

1x,y )不存在

连续的定义

f 满足 D ≤ R ”
,
x
,是 D的聚点 ,

若

lix
。

fx)= fixo)

称其连续
,

一切多元初等函数在定义区域內连续,

有界
最值三大定儿
介值



偏导数
函数 Z = f(x, y) 在 1x0 , Y%) 的某邻域內有定义 ,

x在 x,处有萬量vx
而 y% 处固则 Z 关 jx的偏增量∆,2 = f(x,+cx, %)- f (x,y,)

若

篮。
器存在

,

则此极限为f右 (x, y %)处关于 x的偏导数 ,

L 对于多元出数偏导存在边连续

高阶偏导

若 fxy(x , ") , {xx,})都在× 0 .%)处连续 , 则必有fx1x,}.1=fyxx1
i
√



全饡
定义

一元函数y = f(x)∞ 分 :< y =f(x+cx ) -fx) =Acx + 0(0x)

没函数 Z = f(x, y) 在 1×0 . y% )的某邻域内有定义P=P+(cyi

若
Lz =f( x,+0x ,%+0y)-f(x, ,y%)=A<x +Bay + 0(p) ( P-> 0)

则称 f(x,y)在 (x0 , %)处可微 ,
Acx +Boy 家在 (x, y%)处哈微分 ,

记为
di| ixo

, y , ,
= Acx +Boy

Z
.

= f(x,y)在 (x0, y%) 可微的等价定义代 :

∆Z = A0x+ B0y +α0x +βoy (P>0 , α,β为无穷小)

P- > 0时
,

OZ =A<x +Bcy + 0(p ) =A<x+Bcy
+

0☆+器

||≤1α1+1|β|⇒ a0x+βcy = 010)

故有 CZ = A2x + B0Y + 0(P]



可微的必要条件 :

f在 1*,Y)处熙两个编存在dalx*¥*xy)0x+

可微的充分条件 :

f在(x0 ,y%)某邻域內偏导存在
— —

.

且tx, ty在1x, x.)处到

多元复合函数的场—
定理 :

U = U(x,y) , v
= U (x,y)右 (x,y)处可微, Z

=f(μ,v)右(u(x,y),v(x,y)处

可级以

dz = ( fuux + fovx)dx + ( fuuy + fovy )dy

相应的 ,

OU = UxOX + MyOY + O (P)

∆ V = UxOx + UyOY + O(β)
0z = fuOu + fvov +α<u +BoV

P =—x)=+ ( 0yR. ( oU,0V)→ ( 0 , 0 )为,
α
,β为无穷小

而β -→> 0的 ,< ,00)→( 0, 0 )



代入后行,

0z = (fulx+fuuxJox +(fully+fury) oy+fuop )+frop) +aou +Bov

P -> O 1]
,

簿活噪1 ”。
故有 :

0z = fuou + frortaou +Boos

Q - 阶全级分形式的不变性

dfiu,vi = fudutfudo



多元复合函数的求导皿
—

定理 :

函数 u=φ(t) U =ψ(t )在点可导 , z = f( u,v)在对应点 ( u,v)有连续编导数

则 Z = f [φ(t) ,ψ (t]在点所导 ,且

瓷登筑習毙
让令一的,有x

∴:Oxz=登xu +xv +α0xu +βoxv

∆u,
0√ )→ ( 0 , 0) ,

α,β 为元穷小 ,
两也国际x并会cx → 0

约口

七中间出数多不用禁 , 一元用裝
全微分形式的不变性—

—
代

dz = 剥 du +器 dv
.



隐函数求☆
—

谈 = 一長 → 本质上是会微分的变形
Fxdx + Fydy = 0

长条件 :

" 以 F右 P. (x0 ,%)的某邻域 U(P0)内连续

2) F 1 x0
,% ) = 0 (初始条件)

B > F在 U(P.)内有连续的偏导函数Fy

4) F 刊(x 0 ,y, ) ≠ 0

拓展 :

F( x , y, z )

晟一張 , 登 “ 一爱



方程组所万确定了隐出数组樱加y ,

uv= 0
可微且 :

“

-, 可微 , 则

xdx + Fydy + Fudu + Fudv = 0

{Gxdx + Gydy + Gndut Gudu: 0
: μ ):- 災)
且则蹈心,FG关于uv的 Jacobi行列式 ,汇为」
) 鬭…,據呰 1 扎

{∴



多天微分学的几何运用
—

切线方程 : l :
*器 =

”一臟 : 正一篦,
曲面的切平面 :

F (x,y,Z) = O , 在点M 1x0
,%, E,) 可微

Fx (x -x, ) + Fy (y -y0) + Fz ( z - z,) =0

空间曲线的切向量 :

曲线一般方和 :{
Fx,y, z1 = 0

、 G (x,y, z) = 0

下
,
= (泥

, FG ,Fz )
∴ 1= ( Gx, Gy, Gz) : { = 万, x= ( x,Fy , Fz) ×(x , Gy , Gz)



方向导数与梯度
—

f(x,y)在 P(x, Y% )处可级 , μ为任一方向 ,0 = (cosα , cosβ) ,

则 p右右
,
且

)p =fx (x,y,)crsα+fy 1x.,y,)cor>β .

若 f可微, 录 = f- π.= 110f11osθ.

gradflsf = ( fx , fy , fz )



多元函数∞极值与最近的
极值必要条件 :

f1x , y)在点 ×0,y%)处存在偏导数,且点(必 ,Y%》处取得极值 ,
则最值

fx (x0 , y%) = 0 fy (x0,y,) = 0



可导 ,出演可积 , 可以之门联系( ”3i
—

可导→ 连续→ 可积

微一 ↓有界
八

1
偏导连续



期中复习 :流程的

微分方程 : 构造法 (配凑) —
fixdx= giyidy

\ u = 步 ,
u = xy , (f(x))= g (x)混合偏导 : 算 !

空间解析几何 : 向量二平爨
、
混合积

人法向量
,
切线

,

多元极值 : 拉格朗日数乘法 ,
—表达越十八条件

丶条件最值
,

多元连位与全微分 :列代十至系
{ 极←直



重积分
二重积分的概念与性质—
—

积分sOP :

1 . 分割
2近似 本质依旧是 Riemann和的极限

,

3 . 求和

4 、 取极限

定义 : fxy) 为定义右有界闭区域 D上的有界函数 ,
将 D

分割为 n个小区域 20… , O .On. 1
TAll - max {olwoin} ,

sooil=max{IP. P. l)P , POEOO:Z.
任取 (涉 i , gi) εooi ,若存在常数工 ,

便得

li→0蛋 f1号i , gi)oσi
= ]

则称 f右 D上可积

记号 : Λ>0流 fisi,gi >ccr=
{ ftix,y) do

do 也可以为 dxdy

值仅与 f与D有关



存在条件

D 为有界闭区域 , f(x,y) ε C (D) , 则 f在 D上可积

D 为有界闭区试 , f(xy)在 D上有界 ,国除去有限个点式有限T光滑
曲线外都医续 , 则 f在D上可积

线性性质

blkfekaug )do -kibtdo tkalg do
Itdo = b

,

tdo + %otdo
D, U2

f 在 D上可积 , 则 1f1右 D上可以,且

ftdol ≤ bitido
积分中值定理

ftxiy, do -fig) sp



二重积分的对称性

11以若 D关于 X轴双称
m

① f(x,y1 关于 y 为偶出改

Itaiy, do= 21 %,titipdo
② f (x,y ) 关于y 为奇函数

! fxiy, do = 0
山若 D关于 Y 轴对称
一

① f(x,y) 关于 x 为偶出致

btayido= 21 %,tripdo
② fix,y ) 关于 x为奇函数

btixiyi do = o
>若 D 关于 l : y =x峻

ffxy)do- Ibitix,y)+ fiy,x ))do =7轮换对放性



二重积分的计算 :直角坐
矩形域

f(x,y)在矩形域[ a, b] x [ C , C]上可积 ,且

小对 θx ε [a , b ] , Jifixyidy存在
(2) 累次积分了

a

”

1
]

"
f(x,y)dy ) dx存右

则有

btixipdlo :fa"iI."fxiy)dyilx .

X型区域

垂直于 x轴的直线与边界至多交于两点 , 若 fx,y> , φ, (x) , φ,(×)连续则

btxiyido -Ia"leim
'

"fxiy) dy)dx ( LY后x )

Y型区域

垂直刊轴的直线与边界至多交于两点 , 若 fx,y), ψ y, ψcly1连续 ,则

Itxyido = 1
.
" ")txiihy)lydy 1 x后)

几何含义 : 之体体积 、
质是。



二重积分∞ 计算 :变量熟二
极坐标变换

xy坐标系下扇面域Dε : E ≤ P ≤R , O ≤ O ≤ 2π - E .

gxxpaose —→
双立

Lq = [ O , 2π-EIXIE , R]
,故

y = psin θ

batixiys dady - stporso,psinospdods .

变量变换公代

fix,y)在有公闭域D 上可积,变换T: { x
=φ (u ,0)

y =ψ(u,v
)

,
D

→1D且满足:

) φ,ψ在 D上具有连续的偏导函数
2)在 D 上 } ( u, v)

=∂*μv) ≠ 0

则有

ftxinidady= ) tiem.rs,4mionl lcusvolduch.
T(D)



三重

④在常数上使得
品言 f13i,ni ,3 i ) ovi = I

则称 f在Λ 上可积 ,
I 为 f在Λ上的三重积分,工作

I-ftay ,zsdoi 我 Iftixy,asdodyclz

计算方法 tips : 找对称
,找国

,找整体
① 先一后二 关键 : 描述边界
② 先二后一

极坐标
x = psingos θ

{y = psin φ sinθ sdxdydz-do =' singopdedo.
Z = Pcos φ

ftixy,as dxdylz -Fp. 4 ,0 ,p'sine dpdedo.



重积分的麵曲面的面积
对于 Z = f(x , y) 曲面 ( xOy 投影)

A = b)缀—
—

质心

密度 β :μ (x, y) ,

* = 箭 :mxydo, *
= 器 :1uxinidd



曲线积分与曲面积分
对孤长的曲线及限
1M=<si…lim彦 ↑fi}i , } i} i)osi = ) ,

1/T11-→

则称 ) 为 f1x,y,Z)在 L 上的对孤长的曲线积分 , 记作 :

Iitixyizids
计算方式没 f(x,y)在 [ 上有定义是连续 ,

淡滯 ( α≤ t ≤β) , 若 x
,y有一阶连续导数且ψ品)+ψ

”

,51 ≠ 0

itiasyids- J" fQit'4I44tjdt 1x <B)
.

次 : 以长度为微元的积分 )
,

描述函数 ds

eg .

质量相关 、 转动惯量等,



对坐标的曲线
1/Tl|= maxosi 若极限

1≤ i ≤ n

。流
”F(3i , gi) M∴Mi =limΣ"(P(si,gi)oxi+ Q ( }i,yi)kyi:) = )

1 /T1|→0 iz
1

且 」与分割点 (Si , gi)的选取天关 , 则称 」为 F(x,y) = (P(x,y ) , θ (x,y))沿有向
曲线 L 的对坐标的曲线积分

,

记为

|、Px,y1dx + Qxy)dy

计算方式没车(x,y) = ( P(x,y) , Q(x,y) 为定义在光滑有向曲线

L结φ ,

← G [α. β] , 的连续向量玉数

叫

}
.

Fd5= { .̂(P[4(t), 4(t)]φ 'it) + Q[φ1t),ψ' "5)]ψ 1G}dt

注 : 以是雙为级元的积分 )iFds



两类曲线积分之间的关系
—

七

31入有向曲线了弧的切向是τ

τ = φit) i + ψ
"
(t)f

cosa-+ 4"it) ,asβ- 4 "it,
故

,

|
.

Pdx + Qdy = )
.

/ Pcosa + Qcusβ) ds

即

1
,

不 dF= { .
A

τds

A = (P , Q , R) , τ= ( cosα ,
cosβ, cosγ)

dF =Σ ds = ( dx , dy , ¢z )



格林公式及其应熟十
格林公式 :

θ

!別一哥 ) xdly = %
.

Pdx + Qdy

描述了平面区域上的二重积分与区域边界上的曲线积分之间∞关系

规定 : 沿 L流行时 , 区域在左边, 上为正向 ,

应用 :

0 曲成积分与路经天关啥

Kpdxxay = 么
—

—
。ay

② 登登。
0二元函数全微分求稅
—

—

←盟晟做分)
ducx,y) = Ux (x, y) dx + Uy (x,y)dy,

u (x, y) = 1
,眾 P1x, y) dx + Qx,y) dy ,



对面积的曲面勢—
—

←第一类积分 ,

1 /T11=on
<s. 若极限。彦

"

fisi , } i , Si)osi = ) ,

且 」 与分到点你i,yi ,si门无买 ,

则称 」 为 f(x,y,z)在 L 上的对弧长的曲线积分 , 比作 :

ktxiyaods .

计算方式 : 没曲西Σ : Z = E (x, y)
,
(x
,y ) ε Dxy 且 f(x,y ,Z3连续

叫

Ktayiandspythxiyzxiy"'iyEyxltdy.



对坐标的曲面㉗
—

—第二类积分 ;

」

F (x,y,z)
= (P(x,y,z) , Q (x,y1z ) , R(x,y,z)) , 点 (x

,y,z) 指定侧∞单位向是

万 = (asα,s β , cus8 ) , 则有的坐持的曲面积分 :

万ds.

计算方式 :

记 d5 =πds = (cosα, asβ , cusV )ds

dyclz -cusads.dadz- usBds.lxly-costfs

经nds= % Fd5= KPdydz+ Qdxdz+ Rdady,

第二类积分—→转化第一类积分—→转化二重—代

两类积分间联系—

< {Pdyda+ Qdadz+ Rdkdy={ ' Pcosa+Qcosβ+Rcosr) ds

0 目不 d5 = {Ands
投影与重建
—



高斯繼公式是 Green 公式

和nds = b10 # do
在月维空间的推广

Guass 公式 :

散度是通量的体密度

hds= pFar
√ 一

流过也界的通是內部所有散度的贡献

L特别的
,

Un = 5 Hxdydz + ydoda + adxdy
∂tr

注 :

divF =□巨二μ 。
其華 :學。器唑幽+學駕



斯托克斯as公式是 Green 公式
和ids = b 18平)kdo

在维空间的推广

Stokes公式 :

旋度是环量的面密度

|K"x* 1-nds =非ids
.
τ 为 ∂Σ的单位切向量

,

F = ( P , Q , R)
一曲面上旋度的交献围绕边界的环量,

灭

1江:0r氯哥录 : ( 荊發 ) |孱裂)j*別一步 ) 展,
P Q R

%Pdx +Qdy + Rdz =将 ids 场站有向τ的不流量,



无穷级数
常数项级数的性质与概念—
—

定义 :

给定一个无穷数列 {an}
,
各项用加号相连的表越 Q,+φz+… +Qn+ …可写作Σ

,

称为数项级数
.

忌 an的前 n项之和 Sn =意GK称为部分和


